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Motivacion

= En un sistema de pérdida pura, cuando todos los recursos estan ocupados
las [lamadas entrantes se pierden — no hay espera

» Su uso tradicional se restringia a las comunicaciones basadas en
conmutacion de circuitos

» El crecimiento de la tecnologia IP y de la conmutacion de paquetes hizo que
se redujera la importancia de este tipo de modelos — auge de los sistemas
de espera pura: M/M/1 y extensiones

» Las redes de nueva generacion has supuesto un nuevo impulso a los
modelos de pérdida pura

- Enla parte de acceso a través de las comunicaciones méviles: desde la 2G
(GSM) hasta la 4G (LTE) es apropiado modelar el rendimiento en base a un
sistema de pérdida pura

- Enla parte dorsal se tiende a un control de admisién (basado en criterios de QoS)
que utiliza tuneles virtuales, por lo que también se pueden emplear modelos de
pérdida
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Integracion de servicios

» Complejidad anadida por la integracion de servicios, cada uno de ellos con
caracteristicas diferentes

» La integracion va mas alla de los servicios en si, y en las redes de nueva
generacion se habla del FMC (Fixed Mobile Convergence)

= Servicio k — {7Lk, ks bk’ PBk}’ con
- )\ — tasa de llegadas

- — esperanza del tiempo de servicio (-1)
b, — capacidad requerida (ancho de banda equivalente)

- PB, — requisito de QoS, probabilidad de bloqueo maxima
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Expresion original

» La formula de ErlangB EB(S,A) establece la probabilidad de bloqueo (o
pérdida, con trafico Poisson) cuando se ofrece un trafico de A Erlangs a un
conjunto de S recursos

» Se supone que las llegadas siguen un proceso de Poisson de tasa A y que
el tiempo de servicio se puede modelar con una variable aleatoria

: : A
exponencial negativa, contasau—A4 ==

U

AS

St
PB =EB(S,A) = .
s =—5
j=o\JT
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Calculo de Erlang-B recursivo

Tiempo de calculo elevado; complejidad de las operaciones (!)

Utilizacion de la féormula recursiva, con EB(0,A) = 1

A-EB(S—1,4)

EB(S,A) =
(5,4) S+A-EB(S—1,4)

El tiempo de calculo sigue siendo elevado

No se puede despejar S ni A, por lo que es habitual emplear tablas o
graficas
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Formula de Erlang-B - Tablas

Servidores necesarios para un Trafico maximo para un
trafico ofrecido dado numero de servidores dado
s | AErang)
PB=0.01 PB=0.05 PB=0.10 PB=0.01 PB=005 PB=0.10
0.5 4 3 2 1 0.000 0.041 0.102
1.0 5 4 3 2 0.143 0.367 0.592
1.5 6 4 4 3 0.449 0.898 1.265
2.0 7 5 4 4 0.857 1.510 2.041
25 7 6 5 5 1.347 2.204 2.878
3.0 8 7 6 6 1.898 2.959 3.755
3.5 9 7 6 7 2.490 3.735 4.653
4.0 10 8 7 8 3.122 4.531 5.592
4.5 1 8 7 9 3.776 5.367 6.531
5.0 11 9 8 10 4.449 6.204 7.510
5.5 12 10 8 11 5.143 7.061 8.469
6.0 13 10 9 12 5.857 7.939 9.469
6.5 13 11 9 13 6.592 8.816 10.469
7.0 14 11 10 14 7.347 9.714 11.469
75 15 12 10 15 8.102 10.633 12.469
8.0 15 13 11 16 8.857 11.531 13.490
8.5 16 13 12 17 9.633 12.449 14.510
9.0 17 14 12 18 10.429 13.367 15.531
9.5 17 14 13 19 11.224 14.306 16.571
10.0 18 15 13 20 12.020 15.245 17.612




Recursos necesarios
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Formula de Erlang-B - Graficas

Servidores necesarios para un Trafico maximo para un
trafico ofrecido dado numero de servidores dado
/ 30 :
——PB =0.01
% —PB =0.05
25/|—PB =0.10
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Calculo de Erlang-B aproximado

» Utilizando la siguiente expresion para la formula de Erlang-B
EB(S,A)~ 1 = ZS (S=1-..-(S—i+1)-A"

= Se pueden hacer iteraciones hasta que el valor converja (diferencia
pequena con la iteracion previa)

- Para valores de S > 100 y PB << 1 la convergencia es rapida y el calculo se
puede terminar pronto

£ GRUPODE
— (7 INGENIERIA Ramén Agiiero
B  TELEMATICA

11



-&

— Uc | Universidad  pimensionado y Planificacién de Redes — Tema 4: Modelo M/M/S/S y extensiones
de Cantabria

Calculo de Erlang-B aproximado

Ejemplo con S = 100, A = 90 Erlangs

- La probabilidad de bloqueo exacta es 0.0269574

- Se puede ver que la convergencia es apropiada (para ~30 iteraciones se

consiguen valores cercanos al exacto)

0
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——PB aproximada
——PB exacta

Probabilidad bloqueo
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Errye =
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Estimacion de Jagerman

= Estimacion(!) que permite trabajar con valores de S reales (x)

a,(c)
Jx

EB(x,A)™! = ay(c) vx + a,(c) +

siendo c la carga normalizada

y a,, 2, Y a, coeficientes que se pueden encontrar en forma de tabla

1 © 1 2 1 1
ao(c) = 2% j e 2% du a,(c) ==+=c? —=c3ay(c)
) 373° 73

1 7 1 1 1 1
= — — 5__ 3 S __ 6 _ 4 —_
a,(c) 8¢ " 3¢ +12C+<1SC +4c +12>a0(c)

(1) D. L. Jagerman “Some Properties of the Erlang Loss Function”.
The Bell System Technical Journal. Vol. 53, No 3 (Marzo 1974)
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Caracteristicas de la Formula de Erlang-B

» Si el numero de recursos S crece (S 2 «) y el trafico (A) se mantiene, la
probabilidad de bloqueo tiende a O: 511_)r£10 EB(S,A) =0

A Cte

» Cuando el trafico también crece, pero se puede establecer el siguiente
o . A .
limite glLrElo S= V. se pueden dar dos supuestos diferentes

A—o0

0 y<1

' = 1
5,1/111—1300 EB(S,4) 1 —; y>1

4,
SV

» Para A elevado y PB << 1 se tiene que...

1 S
PBx1l—-——=1—-—=—>5=A4A-(1-PB
S=1-3-S~A-(1-PB)

al utilizar la expresion anterior para dimensionar sistemas se hace una
sobre-estimacion
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Caracteristicas de la Formula de Erlang-B

» Se ha demostrado que la formula de Erlang-B es valida para cualquier
distribucion del tiempo de servicio

= Ademas también es valida para cualquier politica de ocupacion de los
servidores (hunting)

- Secuencial
- Secuencial desde el ultimo ocupado
- Aleatorio

» |La ocupacion individual de los recursos si depende de la politica de
ocupacion de los recursos
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Ocupacion (TC) por servidor

» Para una politica de ocupacion aleatoria, el trafico cursado (ocupacion) se
reparte equitativamente entre todos los recursos

(TO)total _A-(1—PB) A (1-EB(S,A4))

Trafico cursado por recurso

(TC)recurso =

S

S

- EI'TC por recurso es su utilizacion, por lo que (TC)
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Modelo

» Se asume que las llegadas que se rechazan vuelven a intentar acceder a un
recurso (de manera inmediata) con probabilidad P,, por lo que...

A
1-PB-P,

AT=A+AT‘PB°PL_>AT=

donde PB es la probabilidad de bloqueo del sistema (considerando todo el
trafico ofrecido) PB = EB(S, A;)
= Limitaciones / simplificaciones

- Se asume que las llamadas rechazadas pueden reintentarse de manera indefinida
(no se limita el numero maximo de reintentos)

- Se asume que el trafico generado por las llamadas que se reintentan es de
Poisson, lo que no es cierto
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Ejemplo
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* Notar la diferencia entre la probabilidad de bloqueo del sistema y la
probabilidad de bloqueo global, con A = 1 Erlang
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Introduccion

» La formula de Erlang-B es valida siempre que el proceso de llegada siga
una distribuciéon de Poisson

- Ya se ha visto que la distribucion del tiempo de servicio no limita su uso
= Se considera ahora un trafico genérico, con media A y varianza V

» Se define el factor de peakedness o burstiness (indice de dispersion) como
el cociente entre la varianza y el valor medio (variance-to-mean ratio, VMR)

|74
VMR = 1
» En funcion del valor del VMR se pueden dar tres casos
- VMR > 1 —tréfico a rafagas (peaked)
- VMR = 1 — tréfico aleatorio (distribucion de Poisson)
- VMR < 1 — trafico suave (smoothed)
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Aplicacion: Método de Wilkinson(!

»= El modelo surge de un sistema con desbordamiento (ver siguiente seccion),
pero puede generalizarse para cualquier trafico en el que VMR > 1

» Se utiliza el modelo que se muestra en la figura

AV A* AV
— S —»| S* —»| S
Sistema original Sistema equivalente

» Se elige el valor de A* de manera que el trafico de entrada al sistema
equivalente sea de Poisson

- Se suele utilizar la aproximacion de Rapp para calcular A* y S*

A*=V +3-VMR- (VMR —1)

A*
S* = +A"—A—-1
VMR -1+ A
(1) R. I. Wilkinson “Theories for Toll Traffic Engineering in the USA”.
<~ GRUPODE The Bell System Technical Journal. Vol. 35, No 2 (Marzo 1956)
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Aplicacion: Método de Wilkinson

» |La pérdida total del sistema equivalente se puede calcular a través de la
formula de Erlang-B: PB* = EB(S*+S,A)

S~ Cee=scccccccccccccccccsaccae °
NG AV E Sistema equivalente
—E—» S* b—»| S ' - S+S*recursos

' v - Tréafico de Poisson A*

Lececccccccccccccsccacaacaanas

= Ademas, se sabe que la pérdida del primer grupo (PBg*) es EB(S*,A*), por
lo que...
A(1—-PB(S,A)) = A* - PB(S*,A*) — A* - PB(S + §*,A*) -
— A* - PB(S*,A")(1 — PB(S,A)) = A* - PB(S*,A*) — A* - PB(S + §*, A")
llegando, finalmente, a...
PB(S + S*, A%
PB(S*, A*)

PB(S,A) =

- Como se puede ver el numero de servidores “equivalente” puede ser real: uso de
la expresion de Jagerman o interpolacion
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Aplicacion: Método de Fredericks(!

= Se calcula la probabilidad de bloqueo del sistema aplicando la féormula de
Erlang-B a un sistema “equivalente”

PB ~ EB 5 A4
- VMR’ VMR

- Como se puede ver el numero de servidores “equivalente” puede ser real: uso de
la expresion de Jagerman o interpolacion

= En funcion del tipo de trafico la estimacion sera...

- Si el trafico es a rafagas (VMR > 1) la PB que se obtiene es menor que la exacta

Si se hubiera utilizado la formula de Erlang-B con S y A, la PB resultante seria
notablemente inferior

- Sieltrafico es suave (VMR < 1), la PB sera mayor que la exacta

Si se hubiera utilizado la formula de Erlang-B con S y A, la PB resultante seria aun
mayor

(1) A. A. Fredericks “Congestion in Blocking Systems — A Simple Approximation Technique”.

C; BRUPO DE The Bell System Technical Journal. Vol. 59, No 6 (Julio/Agosto 1980)
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Introduccion

» El trafico de desbordamiento es aquel que se ofrece a un segundo grupo de
recursos cuando uno anterior esta bloqueado

» Cuando se da esa situacion, el proceso de llegadas es de Poisson, pero
cuando la congestion desaparece, no se ofrece trafico alguno al segundo
grupo: Interrupted Poisson Process

» Este tipo de trafico fue muy utilizado en las redes de conmutacion de
circuitos y recientemente ha vuelto a ganar relevancia con las redes de
comunicaciones moviles — células paraguas

» Se pueden analizar aplicando el método de Erlang-B extendido (Wilkinson o
Fredericks), utilizando el valor medio y la varianza del trafico desbordado

2¥ GRUPODE
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Caracteristicas del trafico desbordado

» Se pueden emplear las formulas propuestas originalmente por Kosten

A
dy — 2d — 4. d — 2d |1 _ ad
E(A4)=A%=A-PB v(4A4) =4 [1 A +1+S—A+Ad]

donde A es el trafico ofrecido al primer grupo de circuitos (S), y PB es la
probabilidad de bloqueo correspondiente: PB = EB(S, A)

= Se puede demostrar que el VMR para el trafico de desbordamiento es
mayor de la unidad, por lo que se trata de un trafico peaked (a rafagas)

» Es posible que al trafico desbordado se le “afiada” otra corriente de trafico,
modificando su valor medio y varianza

— Uc ‘ Universidad  pimensionado y Planificacién de Redes — Tema 4: Modelo M/M/S/S y extensiones
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Desbordamiento — Ejemplo 1

= Se pretende que PBy,,, = 1% y se asume que S, = A

_ En este caso
Mm @ @ @

10 2.146 4.36 2.033 15 18 19 18
20 3.178 8.29 2.609 26 30 31 30
30 3.973 12.15 3.058 37 41 43 42
40 4.646 15.97 3.438 48 52 54 53
50 5.239 19.77 3.774 58 63 66 64

1) Asumiendo trafico 60 5776 2356 4079 69 74 77 75
Poisson 70 6.270 27.33 4.359 79 84 88 85
_ 80 6.729 31.09 4.621 89 95 99 96
2) Fredericks con 90 7.161 34.85 4866 100 106 110 107
servidores “reales” 100 7.570 38.60 5.098 110 116 116 117
Jagerman 200  10.870 75.86 6.978 212 220 221 221
300 13.404  112.90 8.422 313 322 326 324
3) Fredericks con 400 15541  149.83 0.641 414 423 429 426
600 19.126 22351 11.686 615 625 636 628
4) Sin desbordamiento: 700 20.692 260.28 12579 716 726 738 728
A se ofrece a un 800 22149 297.02 13410 816 826 827 829
- 900 23517 33374 14191 916 926 929 929
unico grupo 1000 24.812 370.44 14.930 1017 1026 1030 1029
P GRUPO DE
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Desbordamiento — Ejemplo 2

= Al segundo grupo se afiade un trafico directo (Poisson) A, = 0.5-A,

- En este caso
Mm @ @) (@

10 7.15 9.36 1.310 24 26 26 24
20 13.18 18.29 1.388 42 44 44 42
30 18.97 27.15 1.431 59 62 62 58
40 24.65 35.97 1.460 76 79 78 75
50 30.24 4477 1.481 92 95 96 91
1) Asumiendo trafico 60 35.78 53.56 1.497 108 112 113 107
70 41.27 62.33 1.510 124 128 129 123

Poisson
_ 80 46.73 71.09 1521 140 144 144 138
2) Fredericks con 90 52.16 79.85 1531 156 161 161 154
Servidores “reales” 100 57.57 88.60 1.539 172 177 177 170
200 110.87 175.85 1586 329 335 335 324
Jagerman 300 16340 262.90  1.609 484 491 492 476

3) Fredericks con 400 21554 34983 1623 637 646 647 628
: ‘ . 500 26742 43669 1633 791 800 801 779
servidores “enteros 600 319.13  523.51 1640 943 954 955 929

4) Sin desbordamiento: 700 37069 61028 1646 1096 1107 1107 1079
A se ofrece a un 800 42215 697.02  1.651 1248 1260 1261 1230

900 47352 78374 1655 1400 1412 1414 1379

unico grupo 1000 524.81  870.44 1659 1552 1565 1566 1529
P GRUPO DE
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de Cantabria

Introduccion

= Se considera un sistema con una capacidad finita C al que se le ofrece
diferentes flujos de trafico

N v, b} j=1... K, con

A;: tasa de llegadas del servicio j-eésimo (proceso de Poisson)

w;: inverso del tiempo medio para el servicio j-€simo (va exponencial negativa)
b,: capacidad requerida por el servicio j-esimo

= Las peticiones que llegan se aceptan si el sistema tiene capacidad
suficiente, en caso contrario se pierden: Sistema de pérdida pura

* No se asignan prioridades a ningun tipo de servicio (por ejemplo,
reservando capacidades)

= Asignar recursos de un pool comun a medida que van llegando peticiones:
Stochastic Knapsack Model — Modelo de la Mochila Estocastica
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de Cantabria
Modelo

= Espacio de estados § := {n € 7%:b-n < C}, con

- n = {nq,n, ..ng}: vector que indica el numero de unidades de cada servicio en el
sistema

b = {by,b, ... b }: vector que indica la capacidad requerida por cada tipo de
servicio

7% producto cartesiano (K dimensiones) de los nimeros naturales

- Notar, ademas, que b - n = Y5_; bjn;

= Se asume que el sistema tiene equilibrio, y se define m(n) como la
probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado n

K n; K n;
1 1—[,0]- HP I
G Tl]' | le!
j:l nes ]=1
Aj o . .
con p; = e trafico ofrecido por el servicio j-ésimo
]
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de Cantabria

Bloqueo

» Se define §; como el subconjunto de estados en los que se admitirian una
llegada del servicio k

5k=={n€S:b-nSC—bk}

= |La probabilidad de blogueo para un servicio de tipo k, sera por tanto...

nj
k Pi
Znegk j=1 n'
Bkzl—zn(n)zl— i,-
nes ,0
“ ZTLES l_[] 1 n |

» El resultado anterior es poco practico, debido al tamafo de los conjuntos
correspondientes, o que hace el calculo muy caro computacionalmente
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de Cantabria
Bloqueo — Ejemplo

= Capacidad C = 8; dos servicios, con capacidades b, =1y b, =2

= El conjunto S es el que se muestra
en la figura de la derecha

» Las figuras de abajo representan
- Conjunto S-S, (izquierda) &
- Conjunto S-S, (derecha) A

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 3 4 5 6 7 8 ny 1 2 3 4 5 6 7 8

— Uc | Universidad  pimensionado y Planificacién de Redes — Tema 4: Modelo M/M/S/S y extensiones
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de Cantabria

Blogueo — Algoritmo recursivo()

» Manera eficiente de calcular las probabilidades de bloqueo de manera
recursiva

= Definiciones previas
- Conjunto de estados de capacidad c: S(c) :={n€s : b-n=c}
- Probabilidad de que la capacidad ocupada del sistema sea c: q(c): = X, e5(c) (1)
- Numero medio de servicios de clase k cuando la capacidad ocupada del sistema
es C: R;j(¢) = Ypesynym(n)

» Se puede demostrar que se cumple la siguiente ecuacion recursiva

cq(c) = z bipjq(c — b;)
j=1

(1) J. S. Kaufman “Blocking in a shared resource environment’,
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Bloqueo — Algoritmo recursivo

C
(3) G= Z
c=

(4) for c =
q(c)=
(5) for j =

0
0..C

g(c)
G

1.K

C
PB-=Z g (
c=C—-b-.+1

J

Dimensionado y Planificacion de Redes — Tema 4: Modelo M/M/S/S y extensiones

1; g(c) = 0 1f ¢ < O

1 K
_E b osag(c—b
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de Cantabria

Aproximacion alternativa

Para evitar el uso del algoritmo anterior se pueden normalizar las
capacidades y utilizar un trafico equivalente para obtener una probabilidad
de blogqueo unica

Si se utiliza el servicio r para normalizar, se tiene que...

K K b\
K
bj bj 2 j=1Pj (b_r)
A, = E il V(4e) = E il VMR = -
=1 r = r K (_,)
]zlp] br

Aplicando el método de Fredericks, se obtienen los recursos x necesarios
para garantizar la probabilidad de bloqueo (se utiliza la mas restrictiva)

Ae
x: EB x'VMR < PBin

Finalmente, la capacidad final resulta C = x - VMR - b,
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BW (kbps)

a (h')-BH 2
Ts (m) 3
A (h') - BH 200
p-BH 10

K

J=1
K

j=1
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b;
(Ae)r=1 = Zp] <b1> =82E

Ejemplo (1)

0.2 0.1
12 15
20 10
4 2.5

b.
(Ae)r=2 = Z Pj <E> ~10.25E V(Ae)r=2 =

— Uc ’ ' versidad - pimensionado y Planificacién de Redes — Tema 4: Modelo M/M/S/S y extensiones
de Cantabria

» Se consideran 100 usuarios que pueden generar cuatro tipos de servicios
(ver tabla) y se pretende dimensionar la capacidad, para que la PB sea 1%

(1) (2) (3) (4)

0.3
30
30
15
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Ejemplo (2)

Para las dos normalizaciones, el cociente Ae/VMR es igual (~ 18.37)

Aplicando el método de Fredericks y la expresion de Jagerman, se obtiene,
en ambos casos que...

[} [} E J( ; [
’VMR o _

Con lo que se puede estimar la capacidad necesaria en el sistema...

27.85-4.46 - 100 = 12430 kbps

C=x-VMR-br = {27.85 -0.56 - 800 ~ 12430 kbps

Se puede ver que el servicio empleado para la normalizacion no afecta al
resultado final
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Ejemplo (3)
= Aplicando el algoritmo recursivo se puede obtener la probabilidad de

bloqueo exacta para cada tipo de servicio

» Se asume que b ={1,8,4,2} y que C = 128 (algo mayor que la obtenida con
el método aproximado)

= Se obtiene que PB = {0.0015, 0.0173, 0.0071, 0.0032}
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