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Motivacion

= Estos sistemas se dan cuando el numero de usuarios del sistema es
pequeno

= No se puede hablar de una tasa de llegadas constante, ya que un usuario
en el sistema no puede generar mas peticiones

= Distincion entre diferentes tipos de terminal

- Un unico terminal puede comportarse como fuente “infinita”, cuando genera
paquetes segun un proceso de Poisson (de manera continuada)

- Si una peticion solo puede llevarse a cabo tras haber finalizado la anterior
(protocolo stop&wait, servicios de compra on-line, etc) el modelado seria diferente

» En funciéon del numero de fuentes (M), de servidores (S) y del tamano del
subsistema de espera (W) se podrian distinguir varios supuestos

Si S = M: no hay ni pérdida ni espera, ya que una peticion siempre encontrara un
recurso disponible

- SiS+tW =My M = S: no se pierden peticiones — sistema de espera pura
- SiW =0, M= S: no hay espera — sistema de pérdida pura
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Modelos de fuente

» A la hora de modelar el comportamiento de las fuentes de trafico hay que
distinguir el nivel en el que se esta trabajando: (1) sesion, (2) flujo, (3)
paquete

» Una aproximacion sencilla y bastante empleada es utilizar el modelo ON-
OFF
» |La fuente puede estar en dos estados diferentes

- ON: genera llamadas a una tasa determinada
- OFF: no genera trafico

= A partir de las probabilidades de los estados ON y OFF y de la velocidad, se
puede obtener la velocidad media de la fuente
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Modelos de fuente

= QOtra aproximacion, complementaria con la anterior, es asumir que las
fuentes tienen dos “estados”
- [OFF] Thinking time (reposo)
- [ON] Holding time (activo)

* En el estado de reposo se establece el instante en el que se generara la
siguiente llamada (habitualmente, a través de una va exponencial negativa
(T,) de media E(T,) = o

= En el estado activo se establece |la duracién de la llamada en curso,

utilizando (habitualmente) una va exponencial negativa (Tg), de media E(Tg)
—_ u'1
= A partir de esos valores se puede establecer el “trafico” por fuente, como
a

a=-
U

= Como se vera posteriormente, el problema se da cuando la fuente se
encuentra en otra situacion (por ejemplo, esperando)

- Notar que las vas asumen que la fuente se encuentra en un estado concreto
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Introduccion

= Se considera un sistema con un unico recurso, M fuentes y capacidad
suficiente de espera (esto es K+1 =2 M)

» Las fuentes (libres) generan peticiones a una tasa o

[IMPORTANTE] La va correspondiente (exponencial negativa de media o) esta
condicionada al hecho de que la fuente esté en el estado libre (Thinking)

- Cuando una fuente esta en el sistema (ya sea en el servicio o esperando) no
puede generar mas peticiones

» La duracion media del servicio sigue una distribucion exponencial negativa,
con media p*

= Como el sistema tiene capacidad suficiente para todas las posibles
peticiones no hay pérdidas, por lo que se trata de un sistema de espera
pura
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Modelo

» La cadena de Markov correspondiente tendra M+1 estados

» Latasa de nacimiento no es constante, ya que depende del numero de
fuentes libres

Ay =M —n)a

» Latasa de muerte es igual para todos los estados (i), ya que unicamente
hay un recurso disponible

xO_Ma A= (M1)0L Ana = (M-n+1)o.  An = (M-n)a At = O
ojoJorIcJoJcEIcfo
1 i i B p

= Aplicando balance de flujos y resolviendo para p,, se llega a...

1
M! _
___ T n, Po =
pn_(M—Tl)!a Po ILVIO(MM' )la‘
l
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Parametros de rendimiento

Numero medio de unidades en el sistema
M

— . 1—po
Ntzzl.pi:...zM_ .
=0

Numero medio de unidades en espera

M
M= =1 pim =
=1

Numero medio de unidades en el servidor (coincide con el trafico cursado)

(1-p)( +a)
a

M
W= pi=1-p =N~

=1

Numero medio de fuentes libres
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1 4 ] ]
Parametros de rendimiento

= Al aplicar la relacién de Little se tiene que tener en cuenta que la tasa de
llegadas no es constante, por lo que se tiene que obtener su valor medio

M M
T=YAipi=) M-0-a-p=-=p (1-p)
=0 =0

= A partir de la que se pueden obtener los tiempos medios de permanencia en
el sistema, en espera y en el servidor

- N (M 1
N
L N_Q M 1+a
21 1—-pg a

Tserv = T
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Ejemplo

= Se supone que o' ={24 6 8 10} (seg.) y que Ts = 2 segq.

1 —— 20— i

" o 72
0.8 /// 16-—3'1;62
11/ | o

/] —— )
«/// : 7

0_; D
< )/ B /S
< 0.4 /, 8
1/ ] S
0.3/ / —oc1=28 ] 6 /
—a=4as Y
0.2 - 1 _ 7 4 //
/ o =6s /. i
0.1 —a'=8s | 2
. —a'=10s )
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
Numero de fuentes - M Numero de fuentes - M
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Consideracion practica

» Para poder analizar el rendimiento del sistema se ha partido de tres
parametros: M, ay n

* My u se pueden conocer (estimar) de manera razonablemente sencilla

» La estimacion de o es mas complicada, ya que la va subyacente esta
condicionada a que la fuente esté libre

» De hecho, al modelo de fuente visto previamente, habria que anadir el
tiempo que dicha fuente permanece en el sistema, esperando

» Es mas razonable pensar que se puede estimar la tasa media de
generacion de paquetes, a partir de observaciones externas al sistema
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Estimacion de o

= A partir de observaciones externas se puede encontrar el valor de 1

= Asumiendo que a~! = T,, un observador externo estimaria @~ como la
suma de tres tiempos: T, + T, + Tg, esto es: tiempo de thinking, tiempo de
espera y tiempo de servicio

= Se asume, entonces, que 1 = M - &, con @ siendo la tasa equivalente por
fuente no condicionada a estar libre

>
2
§ Espera Servicio Thinking
L Tq Ts T, To | Ts T,
(%)
>, =
2 "o
c
3
L T, Tq Ts T, Ts T,
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(*) Se asume que al comienzo hay una tnica unidad en el sistema (en el recurso)
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Estimacion de o

= Se puede escribir, entonces que...

~

a
1-a(Ts+Tp)

1 1
C~Z_1=TQ+T5+TO—)E=TQ+T5+E—)C(=

~

I R = : : .
cona =, siendo A la tasa estimada a partir de observaciones externas

= Se sigue sin poder calcular o a partir de la tasa estimada, ya que T,
depende de o y no se conoce

= La solucidon es emplear un algoritmo iterativo, comenzando con un valor de
T, de 0 y que vaya haciendo sucesivas aproximaciones al valor adecuado
de a
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Estimacion de a - Algoritmo
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A, M, Ts, ¢
T
o = A/M, T, =0
&
on=o, o=
V= "t 1-a(Ts+Tg)
While (abs (a0-al) > ¢)
1 M 1+a
a =0 Ts, PO M1 % To=Ts\15,
2i=0-1)71 2
&
oan=a7 , o=
0="1 L1 —a(Ts+Tg)
End while
T = TQ + Ts
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Introduccion

* En este caso se considera un sistema con S recursos y M fuentes (S < M),
sin capacidad adicional para mantener peticiones en espera

= Como sucedia en el modelo anterior, las fuentes (libres) generan peticiones
a una tasa a

- Cuando una fuente esta en el sistema no puede generar mas peticiones

» La duracion media del servicio sigue una distribucion exponencial negativa,
con media p*

= Como el sistema no tiene capacidad suficiente para todas las posibles
peticiones (y no hay espera) se produciran peéerdidas: sistema de pérdida
pura
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Modelo

» La cadena de Markov correspondiente tendra S+1 estados

» Latasa de nacimiento no es constante, ya que depende del numero de
fuentes libres

Ay =M —n)a

» |Latasa de muerte también depende del estado (n-u), ya que en el estado n
hay n “servicios” en curso

M=Ma A;=M-1)a An1=(M-n+Da  A,=(M-n)a As1 =(M-S+1) o
oJoJorIcoJoJorIc):
A/ "/ A/ ~_“/
1 2w N (n+1)p Su
= Aplicando balance de flujos y resolviendo para p,, se llega a...
1
M _
_ n . Po = -
pn =, )a" e (M
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Probabilidad de bloqueo y péerdida

= | a probabilidad de bloqueo se corresponde con la probabilidad de que
todos los recursos estén ocupados PB=Pr{estado S}

(§)a®
PB =ps = o5
Z§=0(Ag)al
» En este caso (al contrario de lo que ocurria con el modelo M/M/S/S) la

probabilidad de bloqueo NO coincide con la de pérdida

- En este caso la probabilidad de pérdida es la probabilidad de que, estando el
sistema bloqueado, llegue una peticion (idea de probabilidad condicionada)

» Se calcula la probabilidad de pérdida como el cociente entre la tasa de
llegadas que se pierden entre la tasa de llegadas media

a(M — S)ps
?:0 C((M - i)pi

. =
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Prob. de pérdida — Formula de Engset

Operando con la expresion anterior, se llega a la formula de Engset
M-1\ .S
("5 )a
S M-1 j
Yizo( i )a!

Destacar que Eng(S,M,a) es la probabilidad de bloqueo que se tendria en
un sistema con 1 fuente menos, con lo que P, < PB

P, = Eng(S,M,a) =

Al igual que la formula de ErlangB se puede resolver de manera recursiva...

a-(M—k)-Eng(k—1,M,a)
k+a-(M—-k) Englk—1,M,a)

Eng(k,M,a) =

Propiedades

- Laférmula de Engset se puede utilizar para cualquier distribucion del tiempo de
servicio
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Engset Vs. ErlangB

= Parametros

- Se asume que el trafico por fuente (libre) a = 0.2

- M=1...2000

- S=40

- En ErlangB el trafico ofrecido sera el producto deay M

N4

1

0.8

0.2r ——Engset (P)) ||
——ErlangB (PB)
O T
0 500 1000 1500 2000
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» Diferencia relativa entre Engset y Erlang-B para a = 0.05 (izquierda) y
a = 0.1 (derecha)

—p = 0.01
—p = 0.02

40 . . 40
—p = 0.01
35 —p, =0.02} 35
30 30¢
25 25
5 20 5 20
LLj LLj

15+ ’\ 15 ]‘\
10 A 10 AN o SSERNE
{ \ \/ \VLF
\
5r v C\ 5r
0 — —— e 0 e s e
10’ 10 10° 10* 10’ 10 10° 10*
Numero de fuentes - M Numero de fuentes - M
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Consideracion practica - Estimacion de o

= Al igual que sucedia con el sistema M/M/1/K/M (con K+1=M), la estimacion
del trafico ofrecido por terminal libre (o) es complicado

= A partir de observaciones externas se puede obtener la tasa de peticiones
media E()L), a partir de la que se puede estimar el trafico ofrecido...

TO = E(A) - T

= Alternativamente, el TO también se puede calcular a partir la tasa de
peticiones ofrecida al sistema como...

S S S
To=E-TS:TSZ/1i-pi=T52(M—i)cr-pi=Ts M-a—azi-l?i

1=0 =0 =0
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Consideracion practica - Estimacion de o

= Ademas, se sabe que el trafico cursado se puede calcular como...
S

TC = lel

i=0
o, alternativamente...
TC=TOo( —Pp)
= Con lo que se llega a la siguiente expresion, a partir de la que se puede

conocer el trafico individual (por fuente libre) en funcion del TO global al
sistema

B TO B Ao
“M—-TO(1-P,) “TM—1, T,(1-P)

a

= A partir de las expresiones anteriores se puede “construir” un algoritmo para
estimar o en funcion del trafico ofrecido al sistema, y calcular asi la
probabilidad de pérdida
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Estimacion de a y P, - Algoritmo

M, TO, S, €
PL

P, =0

Do

PLaUX — PL

) TO
- M-To(1-PEUX)

a

_ S
PL=(M81)ZS Oégjl)

While (abs (P,—-P;"*) > ¢)
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